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Три способа решения неравенств вида + > +ax b cx d  и 

+ < +ax b cx d  

 

Сейчас мы рассмотрим самые простые на первый взгляд 

иррациональные неравенства – это неравенства вида 

ax b cx d+ > +  и .ax b cx d+ < +  Однако именно здесь встре-

чается больше всего ошибок.  

Рассмотрим примеры с неравенством  вида  
 

 
.ax b cx d+ > +   

 

1. 2 1 2.x x− > −  

 
Первый способ (самый распространенный). 

►Найдём сначала ОДЗ: 2 1 0 0,5.x x− ≥ ⇔ ≥   

Теперь  рассмотрим два случая.  

1) Если 2 0,x − <  то неравенство выполнено в ОДЗ, т. к. лю-

бое неотрицательное число больше любого отрицательного.  

2) Если 2 0,x − ≥  то обе части неравенства в ОДЗ неотри-

цательны, поэтому после возведения их в квадрат получим 
равносильное неравенство, в котором ОДЗ выполняется  ав-

томатически:  
2

2 2
2 1 2 2 1 4 4 6 5 0

x

x x x x x x x

≥
− > − ⇔ − > − + ⇔ − + < ⇔  

( )( ) [ ]1 5 0 1; 5 .x x x⇔ − − < ⇔ ∈  

 Учтём условие 2 0x − ≥  и получим, что [ )2; 5 .x∈   

Замечание. В этом случае, чтобы не забыть про условие 

2 0,x − ≥  лучше сразу писать систему:  

( ) [ )

2 2

2 0, 2 0,
2 1 2

2 1 4 4 6 5 0

2,
2; 5 .

1; 5

x x

x x

x x x x x

x

x

x

− ≥ − ≥⎧ ⎧
− > − ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨

− > − + − + <⎩ ⎩

≥⎧⎪⇔ ⇔ ∈⎨ ∈⎪⎩

 

 Отметим решения двух случаев на рис. 2. 
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x52  
Рис. 2 

Теперь учтём ОДЗ: нанесём ОДЗ на числовую ось  «вто-
рым этажом» – общая часть является решением задачи. За-

штрихуем её, и решение всей задачи стало «видно» – рис.3. 
 

x520,5
 

Рис. 3 
 

Итак, [ )0,5; 5 .x∈  Наименьшая длина промежутка, который 

содержит все решения  неравенства, равна 4,5.   

Ответ. [ )0,5; 5 ;  4,5.◄ 

Примечание 1. Самая распространённая ошибка школьников 

состоит в том, что они, забывая о «случаях», сразу возводят  в 
квадрат обе части, получая не всегда верное неравенство.         

Примечание 2. Неравенство ( )( )1 5 0x x− − <  можно решать 

методом интервалов. А можно сразу записать ответ – ведь извест-
но, что квадратный трёхчлен с положительным коэффициентом 

при квадрате переменной отрицателен в промежутке между его 
корнями  и положителен в промежутке вне корней.  

 
Второй способ  (решение заданного неравенства «без реше-

ния неравенства»). 
► Для решения нашей задачи построим графики функций 

2 1,y x= −  2y x= − , затем посмотрим, где первый график рас-

положен выше второго (рис. 6). Видно, что 2 1 2x x− > − ⇔  

[ )00,5; .x x⇔ ∈  Для нахождения решения останется найти 
0
x , т. е. 

решить только уравнение 2 1 2x x− = −  (и не надо рассматри-

вать случаи разных знаков для 2):x −  
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2

2 0,
2 1 2

2 1 4 4

x

x x

x x x

− ≥⎧
− = − ⇔ ⇔⎨

− = − +⎩
0

2 0,
5.

3 2

x

x

x

− ≥⎧
⇔ =⎨ = ±⎩

 

 

 
Рис. 6 

 

Получаем сразу, что [ )0,5; 5 .x∈  

 Ответ. [ )0,5; 5 ;  4,5. ◄ 

Примечание 3. На рис. 6 хорошо видно, почему при стан-
дартном решении необходимо рассматривать два случая.  

1) На промежутке, где 2 0x − <  очевидно, что полупарабола 

2 1y x= −  расположена выше прямой 2.y x= −  

2) На промежутке, где 2 0,x − ≥  есть промежуток, где 

2 1 2,x x− > −  и промежуток, где 2 1 2,x x− ≤ −  поэтому прихо-

дится решать неравенство, чтобы найти тот промежуток, где вы-

полнено именно заданное неравенство 2 1 2.x x− > −  

 
Третий способ (с помощью замены переменных). 

► Заданное неравенство можно решить и третьим спосо-

бом. Сделаем замену переменных. Пусть 2 1, 0.t x t= − ≥  Тогда 

неравенство примет вид системы неравенств: 

2

0,

1
2

2

t

t
t

≥⎧
⎪ ⇔⎨ +> −⎪
⎩

2

0,

2 3 0

t

t t

≥⎧
⇔⎨

− − <⎩ ( ) [ )
0,

0;3 .
1;3

t

t

t

≥⎧⎪ ⇔ ∈⎨ ∈ −⎪⎩
  

Для того чтобы продолжить решение, ответ нужно записать не в 

виде промежутка [ )0; 3 ,  а в виде неравенства 0 3.t≤ <  Возвра-
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щаясь к старым переменным, получаем, что 0 2 1 3x≤ − < ⇔  

0,5 5.x⇔ ≤ <  Наименьшая длина промежутка, который содер-

жит все решения  неравенства, равна 4,5. 

Ответ. [ )0,5; 5 ;  4,5.  

 Примечание 4. Этот способ хорош тем, что, во-первых, тоже 

не рассматривает «случаев», а во-вторых тем, что не надо воз-

водить обе части в квадрат. ◄ 

3. 5 1 1.x x+ > +   

4. ( )5 1 2 1 .x x+ ≥ −   

 

Неравенства вида ( ) ( ) ,f x g x≥  ( ) ( )≤ .f x g x   

Неравенство вида ( ) ( )f x g x≤  

 

 

( ) ( )
( )
( ) ( )
( )

2

0,

,

0.

g x

f x g x f x g x

f x

⎧ ≥
⎪

≤ ⇔ ≤⎨
⎪ ≥⎩

(УР К7) 

5. 
3 2

8 20 2 4.x x x x+ − ≤ −   

 

Первый способ. 
►Воспользуемся (УР К7): 

( )( )( )
( )( )

3 2 3 2 2

3 2

2 4 0,

8 20 2 4 8 20 4 16 16,

8 20 0

2,
2,

4 2 2 0, 2.
2 0

10 2 0

x

x x x x x x x x x

x x x

x

x

x x x x

x

x x x

− ≥⎧
⎪+ − ≤ − ⇔ + − ≤ − + ⇔⎨
⎪ + − ≥⎩

⎧ ≥
≥⎪ ⎧

⇔ + + − ≤ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨ − ≤⎩⎪ + − ≥⎩

 

Ответ. 2. ◄ 

Второй способ. 

►Можно заметить, что 2x =  является корнем подкоренного 

выражения. Что это даст? Посмотрим. Преобразуем неравенство: 
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3 2 3 2 2
8 20 2 4 2 10 20 2 4x x x x x x x x x+ − ≤ − ⇔ − + − ≤ − ⇔  

( )( ) ( ) ( )2 2
2 10 2 2 2 10 2 2 0⇔ − + ≤ − ⇔ − + − − ≤ ⇔x x x x x x x x

( ) ( )( )2
2 10 4 8 0 2 2 4 0 2 0 2⇔ − + − + ≤ ⇔ − + + ≤ ⇔ − ≤ ⇔ =x x x x x x x x x  

(т. к. 2 0x − ≥  в  ОДЗ, то 2 0, 4 0x x+ > + > ).  

Ответ. 2. ◄ 
 

6.   3 2
2 1 4 5.x x x x+ ≤ − + +   

Ответ: [ )1
; 1 4; .

2

⎡ ⎤− ∪ +∞⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

►Любопытное неравенство – его трудно решить «по-
школьному», потому что привычное ОДЗ не находится! А ведь 

при использовании условия равносильности (УР К8) его и не на-
до искать. Воспользуемся (УР К8): 

3 2
2 1 4 5x x x x+ ≤ − + + ⇔  

3 2 3 2
2 1 4 5 4 4 0,

2 1 0

x x x x x x x

x

⎧ + ≤ − + + ⇔ − − + ≥
⇔ ⇔⎨

+ ≥⎩
 

( )( )( ) [ ] [ )
[ )

1 1 4 0 1; 1 4; ,
1
; 1 4; .1

2
2

x x x x

x

x

⎧ − + − ≥ ⇔ ∈ − ∪ +∞
⎪ ⎡ ⎤⇔ ⇔ ∈ − ∪ +∞⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦≥ −⎪
⎩

 
Система неравенств решалась классическим методом интерва-

лов – рис. 10. 
 

 
Рис. 10 

Ответ: [ )1
; 1 4; .

2

⎡ ⎤− ∪ +∞⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ◄ 

7.  2 1
2 7 4 .

4
x x x− − > − −   
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Ответ. [ )15 290
; 4; .

4
x

⎛ ⎞−∈ −∞ ∪ +∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Первый способ. 
► Не всегда удобно пользоваться (УР К5) – система быва-

ет громоздкой. Тогда удобней найти сначала ОДЗ: 

[ )2 1
2 7 4 0 ; 4;

2
x x x

⎛ ⎤− − ≥ ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞⎜ ⎥
⎝ ⎦

, 

а затем рассмотреть приведённые в (УР К6) два случая сово-
купности отдельно. 

1. Если 
1

0
4

x− − < 1

4
x⇔ > − , то неравенство выполнено в 

ОДЗ, т. е. x∈ [ )4; .+ ∞  

2. Если 
1

0
4

x− − ≥
1

4
x⇔ ≤ − , то  

2

2 2

2

1
,

1 4
2 7 4

14
2 7 4

2 16

1
,1

4,
4

15 290 15 290
; ;16 120 65 0

4 4

15 290
; .

4

x

x x x

x

x x x

x

x

xx x

x

⎧ ≤ −⎪⎪− − > − − ⇔ ⇔⎨
⎪ − − > + +
⎪⎩

⎧ ≤ −⎧ ⎪≤ −⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎪ ⎪ ∈ −∞ ∪ +∞− − > ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎩ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

⎛ ⎞−⇔ ∈ −∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Собирая оба случая, получаем, что  

[ )15 290
; 4; .

4
x

⎛ ⎞−∈ −∞ ∪ +∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ответ. [ )15 290
; 4; .

4
x

⎛ ⎞−∈ −∞ ∪ +∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

◄ 

Второй способ. 
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►Прикинем эскизы графиков левой и правой частей нера-

венства. Для этого сначала построим параболу  

( ) ( )2

1

1
2 7 4 2 4 ,

2
y x x x x x

⎛ ⎞= − − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 а уже затем «извлечём» 

корень, построив 2
2 7 4y x x= − − . Заметим при этом, что теперь 

ветви «загибаются» по-другому: 2
2 7 4y x x= − −  при x→+∞  

ведёт себя как прямая 
7

2 ,
4

y x
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 а при  x→−∞  как прямая 

7 7 2
2 2 ,

4 4
y x x

⎛ ⎞= − − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 т. к.  

2

2 7 49 49 7 49
2 4 2 4

2 16 16 4 8
y x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − − = − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2

7 81
2 1 .

4 7
16

4

x

x

= − −
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Строим на том же рисунке и прямую ( ) 1

4
g x x= − −  (рис. 11) . 

 

 
Рис. 11 

 



 9 

Теперь видно, что решением неравенства является объединение 

промежутков ( ) [ )0
; 4; .x x∈ −∞ ∪ +∞  Чтобы завершить решение, ос-

талось только найти 
0
x , которое является решением уравнения 

2

2

2

0

2

1
0,

41
2 7 4

4 1
2 7 4

4

1
,1

, 15 2904
.4

415 290
16 120 65 0

4

⎧− − ≥⎪
⎪− − = − − ⇔ ⇔⎨

⎛ ⎞⎪ − − = − −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

⎧ ≤ −⎧ ⎪≤ − −⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨
±⎪ ⎪− − = =⎩ ⎪⎩

x

x x x

x x x

x

x

x

x x x

 

Итак,  

Ответ. [ )15 290
; 4; .

4
x

⎛ ⎞−∈ −∞ ∪ +∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

◄ 

Примечание. Заметим, что второй способ проще, но он тре-
бует хороших навыков в построении графиков.  

8. 2
6 2 5.x x x− − > −    

9. 
3 2

2 1 .x x x x+ − + ≤  

Неравенства  вида  
( )
( ) 0
f x

g x
≥  

При решении неравенств вида  

 ( )
( ) 0,
f x

g x
≥  

 

как выясняется, школьники очень часто ошибаются. Типичная 
ошибка состоит в том, что они считают, что 

( )
( ) 0
f x

g x
≥ ⇔

( )
( )

0,

0.

f x

g x

⎧ ≥⎪
⎨

>⎪⎩
, теряя при этом решения уравнения 

( ) 0f x =   
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  Как быть? Воспользуемся  определением нестрогого нера-

венства Решить нестрогое неравенство – это значит решить 

уравнение 
( )
( ) 0
f x

g x
=  и неравенство 

( )
( ) 0.
f x

g x
>  Поэтому 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

0,

0;
0

0,

0.

f x

g xf x

g x f x

g x

⎡⎧ =⎪
⎢⎨

≠⎢⎪⎩≥ ⇔ ⎢
⎧ >⎢⎪
⎨⎢ >⎪⎢⎩⎣

 (УР К12) 

10.  
( )( )3 15

0.
7

x x

x

− +
≥

+
  

►Используя условие равносильности (УР К12), решим за-

данное неравенство: 

( )( ) ( )( )

15,

3,
3 15

0 3 15 0,
7

7 0

x

x

x x

x x

x

x

= −⎡
⎢ =⎢− +
⎢≥ ⇔ ⎧ ⇔− + >⎪
⎢+ ⎨

+ >⎢⎪⎩
⎢
⎣

{ } ( ]15 7; 3 .x∈ − ∪ −   

Наименьшая длина промежутка, который содержит все ре-

шения неравенства, равна  ( )3 15 18.− − =  

Ответ. { } ( ]15 7; 3 ,− ∪ −  18. ◄ 

11. 

2

2

2 35
0.

6 55

x x

x x

+ − ≤
+ −

  

12.  ( )( )
5

0.
12 3

x

x x

+ ≥
− −

 

13.  
2

15 14
0.

5

x x

x

− − ≤
−
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Послесловие 

В этой демо-версии мы привели в кратком виде некоторые 
параграфы нашего пособия «Иррациональные неравенства». В 

самом пособии вы сможете найти более полную информацию 
по затронутым темам, а также следующие параграфы: 

§ Понятие равносильности уравнений и неравенств.  

§ Неравенства вида ( ) ( )xgxf ≥ , ( ) ( )xgxf ≤  и 

( ) ( )≤f x g x .  

§ ОДЗ*. Правило П К1. Неравенства вида 
( ) ( )
( ) 0. 

f x g x

h x

−
≤   

§ Правило П К2 . Неравенства вида  
( ) ( )

( ) ( )0 0 .
f x g x

h x

−
≥ ≤   

§ Графическое решение неравенств вида 
2 2 2

.a x x b x c− ≤ + + +   

§ Оценка множества значений.  

§ Неравенства вида ( ) ( ) 0.≥g x f x  

 


